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１．Maxwell 方程式の電磁ベクトル A法と電場 E 法の交流運動方程式

1) Maxwell 電磁場方程式の電磁ベクトル A法と電場E 法の運動方程式

Maxwell 電磁場方程式は、連立微分方程式(1)～式(4)で表される。

DJrotH  アンペール･マクスウェル式 (１)
BrotE  ファラデー･マクスウェル式   (２)

0divB 磁束保存式：磁場には源がない (３)
divD   電荷保存式：電場の源は電荷である  (４)

｢ポアンカレ補題｣の電磁ベクトル Aより磁束 Bを次のように仮定する。

 /)(rotAHHBrotAB  (5)

式(5)を式(2)へ代入する。式(6)は、磁場は保存できるが、電場は保存できない。

AEAEArotrotE   , (6)

また、式(1)の電流密度 Jを次のように仮定する。ここで、Joは電線を流れる電流密度を表す。

EJJ  0 (7)

式(1)へ式(5)､式(6)､式(7)を代入して電磁ベクトル A法の交流運動方程式が得られる。
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1 JAArotrotA   
 (8)

電磁ベクトルA法の交流運動方程式は、ベクトル恒等式より式(3)の磁束保存式を満足するが、

00  divBdivrotAdivrotAdivB (9)

電磁ベクトル A 法交流運動方程式(8)は、式(6)より電荷保存式は次式で表わされるので、Maxwell 方程式厳

密解析には、磁束保存式(10 の解析変数･時制問題を解決する必要がある。

?  00 

 AdivdivD  (10)

電場 E 法の交流運動方程式は、式(1)の時間微分に式(2)を代入して、式(8)と同じ二階微分方程式として表さ

れる。
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1 JEErotrotE   
 (11)

式(11)の電場 E法運動方程式は電荷保存式(4)を制約すると、磁束保存式(3)はベクトル恒等式より保存される。

従って、発散定理と電場 E法交流運動方程式は、Maxwell 電磁場方程式(1)～式(4)を厳密に解析できる。



直流と交流の磁場と電場の特徴的な基本運動は、Maxwell 電磁場方程式の考察と電磁ベクトル A ポテンシ

ャルφについての｢ポアンカレ補題｣を参照して、次表の様に定式化できる。

磁場 H基本運動 電場 E 基本運動 電磁場有限要素定式化

交

流
渦運動: /rotrotEHrot  渦運動: HBrotE   電荷厳密保存の電場 E 法→対称行列

直

流
渦運動: /rotrotArotH  渦なし運動: gradErotE  0 電磁ベクトル A ポテンシャルφ法

2) 発散定理による電荷保存有限要素定式

図 1 の 8 節点六面体Maxwel8要素の補間関数は次のように表される。

)1)(1)(1(
8
1  iiiiN  ここで、 ,81～i は要素正規化座標 (12)

式(12)の補間関数から有限要素法定式により、六面体要素の要素特性行列と荷重項が計算される。

  図 1 電線モデル付きの 8 節点六面体 Maxwel8 厳密解析有限要素

ガウス発散定理の境界積分式により電荷保存式(4)を表わし、電荷保存弱形式ベクトル条件式を有限要素補間

式により定義する。電場･電荷が保存されると、磁場はファラデー･マクスウェル式(2)のベクトル恒等式から

保存される。また、解析モデルの外部境界は、半無限領域への波動伝達境界となる。

(13)

         図 2 電場 E法六面体要素の発散定理による電荷保存弱形式
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3) Lagrange未定乗数法による保存則制約平衡方程式

Lagrange 未定乗数法により電荷保存制約式を表わし、未定乗数 λ を消去して要素行列と荷重項へ静的縮合

する。静的縮合した要素行列と荷重項から、8節点六面体有限要素Maxwel8周波数応答式を組立てる。式(14)
の電場 Eと未定乗数λのポテンシャル式の変分極値から、電場 Eと未定乗数λの連立方程式(16)を組み立て

る。ペナルティ法により未定乗数λを消去して、静的縮合より有限要素平衡方程式を定式化する。発散定理

と Lagrange 未定乗数法より、Maxwell 電磁場方程式(1)～式(4)を厳密解析できる有限要素を定式化する。
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T  右辺第 1項は周波数応答式、第 2項は電荷保存式 (14)
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e ggC  は発散定理周波数応答マトリックス (17)

ここで、αは未定乗数λを消去するためのペナルティ係数を表し、有限要素行列の実部に適用する。

２．厳密解析の有限要素定式

1) 発散定理による交流電場 E 法有限要素定式

電場 E法交流運動方程式(11)の周波数応答式、発散定理より電荷保存式(4)弱形式は、次の様に表される。
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QEgdivDJjEEjrotrotE T
(18)

周波数ω応答の電磁場平衡方程式の有限要素定式は次のように表される。ここで、有限要素内の電磁物性値

は一定と仮定することで、微分演算子の積分演算の外側に物性値が作用する。
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   電磁場物性は要素内一定と仮定 (20)
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2) 電磁 Aφ法の直流有限要素定式

電磁Ａφ法により直流磁場運動方程式と電荷保存式は次のように表される。
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 / divgraddivD (27)

直流電磁場の電磁Aφ法有限要素定式は次のように表される。
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電磁ポテンシャルφの電荷規定拘束することで、系の特異性が除かれ正則化される。

参考資料１：Maxwel8 要素定式化の要旨説明

１）辺要素固有特性式(1)、発散定理の節点要素固有特性式(2)
２）ガウス発散定理の有限要素電場保存式(13)      ↑
３) Lagrange 未定乗数法の電場保存制約定式(14)～式(17)→式(2)

４）電磁 A法辺要素が節点有限要素であれば、3.2)節の通り三軸等方性三重根ペアの固有値結果となる。

  電磁 A法辺要素の有限要素定式は理論的エラーであるので、Maxwel8 要素により対策する。


